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Dans ce document : notes succinctes autour de l’exposé sur le chaos. Possiblement des raccourcis,
peu de rigueur, des coquilles... Le but est de fournir une idée générale pour se rappeler des points de
l’exposé. Pour aller plus loin et faire les choses plus sérieusement, quelques refs que je recommande :

— Monographies : Bergé, Pomeau et Vidal 1988; Mullin 1995, d’autres que j’oublie
— Cours : Strogatz 2015; Croquette 2025
— Perspective historique : Duhem 1906 (visionnaire, sauf quelques points de vue vieillis), Petit-

girard 2004, travaux de Sara Franceschelli
— Système de Lorenz : Lorenz 1963 (article séminal), Malkus 1972 (difficile a trouver), Matson

2007 (perspective alternative)
— Autres : Laskar 2010 (système solaire), Bourgade et Keating 2010 (chaos quantique).

1 Notion de chaos déterministe dissipatif

Idée : en physique pour comprendre (prédire) quelque chose il faut la définir, puis

(i) modéliser mathématiquement

(ii) Recueillir des données

(iii) Calculer le résultat

et enfin comparer ça au résultat d’une expérience.
Pendant longtemps le point (i) a bloqué (manque d’outil mathématique pour décrire les choses

avec précision). On a aussi eu dumal avec le point (ii) (par ex, définition de la température). Enfin,
quand on a eu des modèles puissants on a manqué de moyens pour calculer (avant les ordinateurs).

Quand on a tout eu : on s’est rendu compte que parfois, la structure mathématique même des
modèles faisait en sorte que, même lorsque aucun bruit n’est présent (déterminisme), la prédiction
est impossible... C’est le chaos.

1.1 Historique

Fin XIXe : les précurseurs, ensuite oubliés
— Hadamard fin XIXe : trouve une structuremathématique (géodésiques de surfaces à courbure

négative) sensible aux conditions initiales
— Duhem fin XIXe - début XXe : Comprend que certains modèles physiques ne peuvent mener

à des prédictions à cause de cela
— Poincaré début XXe : Comprend que le problème à trois corps n’est peut-être pas prédictible.

N’en tire pas de conséquence forte.
— Lorenz 1963 : Trouve un système d’équations reliées à un système physique qui est explicite-

ment chaotique.
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1.2 Chaos : tentative de définition

Il n’existe pas de définition générale, ça dépend un peu du système, mais les ingrédients généraux
sont (Strogatz 2015) :

— Déterministe, i.e. non-stochastique (pas de hasard dans la modélisation)
— Apériodique, i.e. pas de point fixe, de cycle attracteur, pas de quasipériodicité. (rq1 : cel exclut

les systèmes continues de dimensions 𝑑 < 2 (Thm de Poincaré-Bendixon)) (rq2 : cela exclut
les systèmes qui divergent, style ¤𝑥 = 𝑥)

— Sensibilité aux Conditions Initiales (SCI) : plus grand exposant de Lyapunov > 1

Il y a aussi de chaos quantique, je n’en parle pas ici.

1.3 Routes vers le chaos

Plusieurs routes vers le chaos identifiées. Ici j’en cite trois :
— Cascade de doublement de période (suite logistique, constante de Feigenbaum, ordering

de???)
— Intermittence (tye I et III surtout)
— 3 bifurcations de Hopf (scénario de Ruelle et Takens) -> discussion ruelle takens newsome VS

landau-levich

1.4 Systèmes chaotiques

1.4.1 Systèmes à temps discrets

Systèmes itérés. Exemples :
— Suites itérées (suite logistique, application tente, suite de Hénon)
— Applications du tore sur lui-même (transformation du boulanger, du chat)

1.4.2 Systèmes continus conservatifs

Chaos hamiltoniens. Énergie conservée (pas de dissipation, pas d’injection). Nombre de dimen-
sions pair, aire (volume) dans l’espace des phases conservée. On a plein de théorèmesmathématiques
puissants là-dessus (théorème KAM).

Exemples :
— Double pendule
— Problème à 3 (𝑁 ) corps
— Problèmes types billards (billard de Sinaï)
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1.4.3 Systèmes continus dissipatifs

Chaos dissipatif. Énergie pas conservée (dissipation compensée enmoyenne par injection d’éner-
gie). Espace des phases peut être en dimension 3 donc visualisable.

Exemples :
— Oscillateur non-linéaire forcé en temps : pendule, Duffing (double puits), Van der Pol
— Systèmes 3D : Lorenz, Rössler
— Mécanique des fluides : Rayleigh-Bénard, Taylor-Couette (B-Z en chimie)

2 Le système de Lorenz et une roue à eau

2.1 Obtention des équations

On considère une roue avec de l’eau. Pour la dérivation précise, se référer à Strogatz 2015 et à
Matson 2007.

La masse totale converge : on a

¤𝑀 =𝑄tot − 𝜅𝑀 (1)

d’où 𝑀 (𝑡 → ∞) =𝑄tot/𝜅 (2)

On peut donc éliminer les variations temporelles de masse en se plaçant en régime établi.
Grosso moddo on a deux équations intégro-différentielles pour la densité angulaire de masse𝑚

et la vitesse de rotation 𝜔

𝜕𝑚

𝜕𝑡
=𝑄 − 𝜅𝑚 − 𝜔

𝜕𝑚

𝜕𝜃
(3)

𝐽 ¤𝜔 = −𝜈𝜔 +
∫
(2𝜋 )

𝑚 (𝜃 , 𝑡 )𝑅𝑔 sin 𝜃 d𝜃 (4)

avec 𝑔 = 𝑔0 sin𝜙 où 𝜙 est l’angle d’inclinaison par rapport à la verticale,𝑄 (𝜃 ) l’injection de masse
par unité d’angle et de temps,𝜅 le taux de vidange, 𝜈 le taux de frottement, 𝐽 le moment d’inertie
total, etc.

On peut résoudre ça en décomposant𝑚 en série de Fourier en 𝜃 . Dans cette décomposition, le
terme proportionnel à cos 𝜃 correspond (à un facteur près) à la position verticale du centre demasse,
tandis que le terme proportionnel à sin 𝜃 correspond à la position horizontale. Ces termes sont
couplés entre eux et la vitesse de rotation, les harmoniques de plus haut rang n’ont pas d’importance
dans la dynamique.

Au final, on obtient le système suivant :

¤𝑊 = −𝜎𝑊 + 𝜎𝑋 (5)
¤𝑋 = −𝑋 +𝑊𝑌 (6)
¤𝑌 = −𝑌 −𝑊𝑋 + 𝜌 (7)

où 𝜎 et 𝜌 sont des constantes sans dimensions. Par analogie avec le système de Rayleigh-Bénard,
on parle de nombre de Prandtl pour 𝜎 , qui compare deux modalités de dissipation entre elles, et de
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nombre de Rayleigh pour 𝜌 , qui compare les causes du mouvement (« advection ») à la dissipation.
On obtient précisément le système de Lorenz, à deux différences près : le point fixe n’est pas

en (0, 0, 0), ce qui chagrine les mathématiciens mais qui permet d’avoir uniquement des termes
porteurs de sens, et le paramètre 𝑏 du système de Lorenz vaut 1, ce qui rend compte du fait que l’on
s’intéresse « rouleau de convection » contraint.

2.2 Comportement du système

On a un point fixe en (0, 0, 𝜌) : la roue est immmobile. Une analyse de stabilité linéaire nous
apprend que ce point est stable lorsque 𝜌 < 1 (on peut montrer facilement que dans ce cas toute
la dynamique y converge) et instable sinon. Au delà de 𝑟ℎ𝑜 = 1, un couple de points fixes appa-
raît (±

√
𝜌 − 1,±

√
𝜌 − 1, 1). On a donc une bifurcation en fourche supercritique. Ces points fixes

deviennent aux-même instables au bout d’une certaine valeur de 𝜌 qui dépend de 𝜎 . Que se passe-t-
il alors? Onmontre qu’il n’y a pas de points fixes ni de cycle limites. La dynamique diverge-t-elle, s’en
va-t-elle à l’infini? Non. On sait par ailleurs qu’elle se contracte : ∇ · ¤𝑥 < 0. Discussion de tout ça. . .

FIGURE 1 – Régimes de fonctionnement. Les régimes périodiques sont en blanc. Cette carte a une structure
fractale.

Autres points : dilatation et pliage (stretching and folding), dimension fractale de l’attracteur,
retournement dans les sections de Poincaré. . .
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