
LE PARADOXE DE BANACH-TARSKI

MARC ABBOUD
LES GUSTINS 2026

Ceci sont des notes de l’exposé que j’ai donné aux Gustins 2026. Le but est de prouver le théorème
suivant.

Théorème 0.1 (Banach-Tarski). Soit B la boule unité dans R3, il existe un découpage de B en un
nombre fini de parties disjointes qui peuvent être recollées de sorte qu’on puisse obtenir deux boules
disjointes B1,B2 de même volume que B.

À priori cela viole les principes de la physique car nous avons créé de la matière. En effet l’énoncé
donne un découpage

B “ E1 \ E2 ¨ ¨ ¨ \ En. (1)

Et il existe des isométries gi de sorte que

B “ g1pE1q \ g2pE2q \ ¨ ¨ ¨ \ gspEsq “ gs`1pEs`1q \ ¨ ¨ ¨ \ gmpEmq. (2)

Mais alors comme les isométries préservent le volume on a

volpBq “ volpE1q ` ¨ ¨ ¨ ` volpEsq “ volpEs`1q ` ¨ ¨ ¨ ` volpEmq “ volpE1q ` ¨ ¨ ¨ ` volpEmq “ 2volpBq.
(3)

Cela donne alors volpBq “ 0 ce qui est absurde. Voici pourquoi ce résultat est appelé “paradoxe”. En
fait il n’en est rien, l’erreur qui a été faite ici est qu’on a utilisé le volume des parties Ei. En fait ces
parties ne sont pas mesurables et on ne peut pas définir leur volume. Les égalités que nous avons
écrites ne sont pas valables.

La démonstration de ce théorème repose sur pas mal de mathématiques différentes. On parlera de
la notion de dénombrabilité, de groupe, de mesure et de l’axiome du choix.

1. DÉNOMBRABILITÉ

Soit A un ensemble, on dit que A est dénombrable si on peut lister tous les éléments de A dans une
suite. Plus précisément, il existe une bijection φ : N Ñ A. C’est à dire qu’il existe ψ : A Ñ N telle
que φ ˝ ψ “ idA, ψ ˝ φ “ idN.

Proposition 1.1. Toute sous-partie infinie A Ă N est dénombrable.

Démonstration. On construit une suite punq qui va énumérer tous les éléments de A par récurrence.
On pose u0 “ minpAq. Puis supposons avoir défini u0 ă ¨¨ ¨ ă un avec ui P A, alors on définit un`1 “
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minAztu0, . . . ,unu. La suite punq ainsi construite est strictement croissante. De plus tout élément de
A est dans cette suite, en effet soit a P A et soit

k “ Card
␣

a1
P A : a1

ă a
(

(4)

alors uk “ a. □

Cette proposition dit que tout ensemble infini qui possède une injection vers N est en fait dénom-
brable.

Corollaire 1.2. Soit A un ensemble infini et B un ensemble dénombrable. S’il existe une injection
φ : A ãÑ B, alors A est dénombrable.

Une fonction φ : A Ñ B est injective si pour tout a,a1 P A,a ‰ a1 ñ φpaq ‰ φpa1q. On peut montrer
que si φ est injective, alors c’est une bijection entre A et φpAq.

Théorème 1.3. Une union dénombrable d’ensemble dénombrable est dénombrable. Un produit fini
d’ensemble dénombrables est dénombrables.

Démonstration. Pour les produits finis, il suffit de démontrer que pour tout d ě 1,Nd est dénom-
brable. Soient p1, . . . , pd des nombres premiers distincts, on a une injection

pn1, . . . ,ndq P Nd
Ñ pn1

1 ¨ ¨ ¨ pnd
d P Nd. (5)

Soit pAiqiPN une collection d’ensembles dénombrables et soit φi : Ai Ñ N une bijection. On définit
une injection φ :

Ť

i Ai Ñ N ˆ N de la façon suivante : soit x P
Ť

iPI Ai, soit

i0pxq “ minpi P N : x P Aiq . (6)

On définit alors
φpxq :“ pi0,φi0pxqq. (7)

On a bien que φ est injective. □

Corollaire 1.4. Z,Q sont dénombrables.

Démonstration. Pour Z on donne deux preuves.

(1) Pour tout m P Z on définit εpmq P t0,1u avec εpmq “ 1 si m ă 0 et 0 sinon. On définit une
injection φ : Z ãÑ N par

φpmq “ 2εpmq3|m|. (8)

Cela donne bien une injection.

(2) On peut construire une bijection de Z vers N à la main. Si n P Z on définit

φpnq “

"2n si n ě 0

2 |n| ` 1 sinon
(9)
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Pour Q, on sait que tout élément x P Q s’écrit de façon unique sous la forme

x “ p˘1q
a
b

(10)

avec a,b P N, b ą 0 et a et b premiers entre eux. On a alors une injection φ : Q ãÑ N ˆ N ˆ N donnée
par

φpxq “ pεpxq,a,bq . (11)

Donc Q est dénombrable. □

Théorème 1.5 (La diagonale de Cantor). L’ensemble des nombres réels R n’est pas dénombrable.

Démonstration. C’est l’argument de la diagonale de Cantor. On va montrer que le segment r0,1r

n’est pas dénombrable. Pour cela on utilise le fait que tout nombre réel entre 0 et 1 admet une unique
écriture décimale. En effet, soit x P r0,1r il existe une unique suite pxiqiě1 avec xi P t0, . . . ,9u telle
que xi n’est pas stationnaire égale à 9 et

x “

`8
ÿ

i“1

xi

10i . (12)

Ce qu’on écrit habituellement

x “ 0,x1x2x3 . . .xi . . . . (13)

Réciproquement, n’importe quelle suite qui n’est pas stationnaire à 9 donne un unique réel x P r0,1r

et ces deux procédés sont inverses l’un de l’autre.
Supposons que r0,1r soit dénombrable. Alors on peut énumérer les éléments du segment par une

suite pxkqkě1. On va construire un réel y P r0,1r en donnant son écriture décimale et on va prouver
qu’il ne peut pas appartenir à la suite. Soit k ě 1, on définit yk par

yk :“ xk
k ` 1 mod 10. (14)

Si la suite pykq est stationnaire égale à 9, on choisit un rang n0 à partir duquel la suite est constante
égale à 9 et on pose yn “ 1 pour n ě n0, notons que yn ‰ xn

n “ 8.
Le nombre réel y “

ř

iě1
yi

10i ne figure pas dans la suite pxkq en effet pour tout k ě 1 on a

xk
k ‰ yk. (15)

C’est une contradiction. □

Ce résultat est assez frappant car on sait que Q est dense dans R : on peut approcher n’importe
quel réel de façon arbitrairement proche par un rationnel, mais il y a infiniment moins de rationnels
que de réels.
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2. L’AXIOME DU CHOIX

L’axiome du choix est un axiome indécidable qui énonce le fait suivant :
Soit X un ensemble, alors il existe une fonction de choix. C’est à dire qu’il existe une fonction

s : P pXq Ñ X telle que pour tout A P P pXq,spAq P A.
Son indécidabilité a été prouvée par Godel et Cohen dans [Göd38, Coh63]. Le défaut de l’utilisa-

tion de l’axiome du choix et qu’on obtient un objet non constructible, il n’y a priori aucun contrôle
sur l’objet fourni par l’axiome du choix. Nous verrons son utilité pour trouver un système de repré-
sentant pour une action de groupe.

3. THÉORIE DE LA MESURE

Soit X un ensemble, une tribu T sur X est un sous-ensemble de P pXq, les parties de X tel que
(1) H,X P T .
(2) T est stable par complémentaire : A P T ô XzA P T .
(3) T est stable par union et intersection dénombrable (et finie) si Ai P T , i P N, alors

ď

iPN
Ai,

č

iPI

Ai P T (16)

Supposons X munie d’une tribu, alors on dit que A Ă X est mesurable si A P T . Si X “ Rn, la tribu
des boréliens est la plus petite tribu sur Rn qui contient toutes les boules ouvertes.

Une mesure sur pX ,T q est une fonction µ : T Ñ R Y t8u telle que
(1) µpHq “ 0.
(2) Si pAnq est une suite d’éléments de T 2 à 2 disjointes, alors

µ

˜

ğ

n
An

¸

“
ÿ

n
µpAnq. (17)

On peut déduire les propriétés suivantes pour une mesure.
(1) Si A Ă B, alors µpAq ď µpBq.
(2) Si pAnq est une suite d’ensembles mesurables, alors µp

Ť

Anq ď
ř

n µpAnq.
(3) Si A Ă B,µpAq “ µpBq ` µpBzAq.

Exemple 3.1. Si X “ N et T “ P pNq, alors on définit la mesure de comptage

mpAq “ CardpAq. (18)

L’exemple principal sur Rn munie de la tribu des Boréliens est évidemment la mesure de Lebesgue,
elle est définie de la façon suivante : Soient x1, . . . ,xn,y1, . . . ,yn des réels tels que xi ď yi, alors

λ

˜

n
ź

i“1

rxi,yis

¸

“

n
ź

i“1

pyi ´ xiq. (19)
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Si n “ 3 et A Ă R3 est mesurable, alors λpAq est le volume de A. On voit donc que pour définir le
volume d’une partie, il faut qu’elle soit mesurable, c’est à dire qu’elle appartient à la tribu des Boré-
liens. Ce n’est pas à priori garanti. Une fonction f : Rn Ñ R Y t8u est dite mesurable si pour toute
partie mesurable B Ă R Y t8u , f ´1pBq Ă Rn est mesurable. La théorie de la mesure de Lebesgue
permet d’intégrer toute fonction mesurable contre une mesure.

4. UN PEU DE VOCABULAIRE

Soit X un ensemble, une partition de X est la donnée de sous-ensemble Ai Ă X 2 à 2 disjoints tels
que

X “
ğ

iPI

Ai. (20)

On dit qu’une partition est finie si le nombre de Ai est fini.
On dit que X est dédoublable par m morceaux sous l’action d’un groupe G s’il existe une partition

A1, . . . ,Am de X et des éléments gi P G et un entier 1 ă s ă m tels que

X “ g1pA1q \ g2pA2q \ ¨ ¨ ¨ \ gspAsq “ gs`1pAs`1q \ ¨ ¨ ¨ \ gmpAmq. (21)

On dit que deux ensembles X ,Y sont équidécomposables avec n morceaux s’il existe une partition
A1, . . . ,An de X et des éléments gi P G telle que gipAiq soit une partition de Y .

Proposition 4.1. Si X est dédoublable par m morceaux et X et Y sont équidécomposables avec n
morceaux alors Y est dédoublable par mn morceaux.

Démonstration. Soit B1, . . . ,Bm une partition de X et hi P G,1 ď i ď m satisfaisant la définition de
dédoublabilité et soit A1, . . . ,An une partition de X et g1, . . . ,gn P G tels que gipAiq soit une partition
de Y . On va transporter la décomposition de X vers Y . Notons

Ci, j “ Ai X B j, 1 ď i ď m, 1 ď j ď n. (22)

On a que
Di, j :“ g jpCi, jq, 1 ď i ď m, 1 ď j ď n (23)

est une partition de Y . Et de plus pour l’entier s qui réalise le dédoublement de X on a pour tout
j “ 1, . . .n

B j “ h1pA1 X B jq \ h2pA2 X B jq \ ¨ ¨ ¨ \ hspAs X B jq “ hs`1pAs`1 X B jq \ ¨ ¨ ¨ \ hmpAm X B jq. (24)

Et donc
Y “

ğ

1ďiďs
1ď jďn

hig´1
j pDi, jq “

ğ

s`1ďiďm
1ď jďn

hig´1
j pDi, jq (25)

On a donc bien que Y est dédoublable par mn morceaux. □
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5. LE GROUPE D’ISOMÉTRIES DE R3

Une isométrie de R3 est une application φ : R3 Ñ R3 qui préserve la distance euclidienne. On peut
montrer qu’une isométrie qui fixe l’origine est forcément une application linéaire et donc correspond
à une matrice du groupe orthogonal

O3pRq “
␣

M P GL3pRq : tMM “ id
(

. (26)

Une telle matrice satisfait pdetMq2 “ 1 et donc detM “ ˘1. Le groupe spécial orthogonal SO3pRq

est le sous-groupe dont les matrices sont de déterminant 1 c’est celle qui préserve l’orientation.
Maintenant si φ est une isométrie qui ne fixe pas l’origine et tφpOq et la translation par le vecteur φpOq,
alors t´1

φpOq
φ est une isométrie qui préserve l’origine donc elle provient d’une matrice orthogonale M

et alors
φ “ tφpOqM. (27)

Il y a plusieurs types d’isométries.
(1) Les translations.
(2) Les rotations : elles fixent une droite L point par point et agissent par rotation d’angle θ sur

l’orthogonal de L.
(3) Les symétries axiales : elles fixent un plan P point par point et agissent comme ´ id sur la

droite orthogonale à P.
(4) Les symétries par rapport à un point. Elle fixe un unique point et sont conjuguées à ´ id.

Tout isométrie est un produit de ces 4 types d’isométries et en fait les 3 premières suffisent car une
symétrie par rapport à un point p est la composée de la symétrie axiale par rapport à un plan P
passant par p et de la rotation d’angle π d’axe la droite orthogonale à P.

Proposition 5.1. Toute matrice M P SO3pRq est une rotation.

Démonstration. Le polynôme caractéristique χM de M est un polynôme unitaire à coefficients réels,
il possède donc au moine une racine réelle λ. On a donc qu’il existe un vecteur non-nul v tel que
Mpvq “ λv et comme M préserve la norme euclidienne cela donne λ “ ˘1. Si les trois racines de χM
sont réelles, alors elles valent ˘1 et leur produit vaut 1 “ detM donc il y en a au moins une égale à
1. Si χM a une racine réelle λ et deux racines complexes conjuguées z,z, alors

1 “ detM “ λzz “ ˘|z|
2 . (28)

Ce qui force λ “ 1. Donc il existe un vecteur v P R3zt0u tel que Mpvq “ v, plus généralement la
droite vectorielle portée par v est fixée point par point par M. Comme M préserve le produit scalaire,
le plan P orthogonal à ℓ doit être stable par M. Donc M|P est une isométrie vectorielle de R2 qui
préserve l’orientation. La matrice associée est alors de la forme

Rθ “

ˆ

cosθ ´sinθ

sinθ cosθ

˙

(29)

C’est la matrice de la rotation d’angle θ. □
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6. LE GROUPE LIBRE À DEUX GÉNÉRATEURS

6.1. Définition, générateurs et relations. Le groupe libre à deux générateurs F2 est l’ensemble
des mots sur l’alphabet

␣

a,b,a´1,b´1
(

. La multiplication est donnée par la concaténation de mots
et les règles de simplification donnée par aa´1 “ bb´1 “ a´1a “ b´1b “ ε où ε est le mot vide.
Le mot vide ε est également le neutre pour la multiplication. On dit qu’un mot est sous forme
normale s’il n’admet pas de simplification. C’est un groupe dans lequel il n’y a pas de relations. On
peut de la même manière définir le groupe libre à r générateurs Fr sur l’alphabet ta1, . . . ,aru. Plus
généralement, si X est un ensemble, on peut définir le groupe libre sur X par l’ensemble des mots
écrit par l’alphabet donné par X (on peut noter qu’il n’y a aucune restriction sur la taille de X).

Exercice 6.1. Montrer que pour tout r ě 1,Fr est dénombrable.

Les groupes libres sont caractérisés par la propriété universelle suivante :
Soit G un groupe, pour obtenir un morphisme φ : Fr Ñ G il faut et il suffit de donner φpa1q, . . . ,φparq.

Si G est engendré par r éléments g1, . . . ,gr, alors on construit un morphisme surjectif φ : Fr ↠ G par
φpaiq “ gi. Soit R le noyau de ce morphisme, on dit que R est le groupe des relations de G. En effet,
un mot de R est trivial dans G. On dit que G est de présentation finie si R est de type fini, c’est à
dire engendré par un nombre fini d’éléments. Si ωi P R est un ensemble de générateurs de R on note
souvent

G “ xa1, . . . ,ar|ωi, i P Iy. (30)

Exemple 6.2. Le groupe Z2 est donné par

xa,b|ab “ bay. (31)

En effet, Z2 est engendré par p0,1q et p1,0q et la seule relation est que ces générateurs commutent.

Définition 6.3 (Groupe homophone). Prenons l’alphabet à 26 lettres classique et prenons le groupe
libre associé F26. Le groupe homophone associé à une langue est le quotient de F26 par les relations
homophones, c’est à dire deux mots différents qui ont la même phonétique.

Théorème 6.4 ([MSWZ93]). Le groupe homophone associé au français et à l’anglais sont triviaux.

Donnons quelques idées de la preuve. Tout d’abord on a que soi “ soie “ soit “ sois. En sim-
plifiant à gauche par soi on voit que e, t,s sont triviaux dans le quotient. Puis on peut continuer,
quel “ quelle trivialise l, etc ..., je vous laisse trouver le reste.

6.2. Dédoublabilité de F2.

Proposition 6.5. Le groupe F2 est dédoublable pour sa propre action avec 4 morceaux. Plus préci-
sément, il existe une partition en 4 parties de F2 “ X1 \ X2 \ X3 \ X4 telle que

F2 “ X1 \ a´1
pX2q “ X3 \ b´1

pX4q. (32)
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Démonstration. Pour u P
␣

a˘1,b˘1
(

on note W puq l’ensemble des mots réduits commençant par u.
On a alors

F2 “ tεu \W paq \W pa´1
q \W pbq \W pb´1

q. (33)

Et alors
F2 “ W pa´1

q Y a´1W paq “ W pb´1
q \ b´1W pbq. (34)

C’est presque ce qu’on veut mais ici le problème c’est qu’on a utilisé que 4 des 5 sous parties de la
partition. On va donc modifier un peu notre découpage. Soit Λ “ tan : n ě 0u, on a

F2 “ W paqzΛ \ pW pa´1
q Y Λq \W pbq \W pb´1

q. (35)

Rien ne change pour la partie avec les b et on a

F2 “
`

W pa´1
q Y Λ

˘

\ a´1
pW paqzΛq . (36)

□

Théorème 6.6. Soit G “ SO3pRq le groupe des isométries vectorielles directes de R3, alors il existe
deux rotations α,β telle que

xα,βy “ F2. (37)

Démonstration. Soit θ “ arccosp1{3q. On prend α la rotation autour de l’axe Oz d’angle θ et β la
rotation d’angle θ autour de l’axe Ox. En terme de matrice cela donne

α
˘1

“
1
3

¨

˝

1 ¯2
?

2 0
˘2

?
2 1 0

0 0 3

˛

‚, β
˘1

“
1
3

¨

˝

3 0 0
0 1 ¯2

?
2

0 ˘2
?

2 1

˛

‚. (38)

On montre que α,β engendre un groupe libre grâce au lemme du ping-pong. Plus précisément, on
voit déjà que l’ensemble des vecteurs de la forme

$

&

%

1
3k

¨

˝

a
b
?

2
c

˛

‚: a,b,c P Z,k ě 0

,

.

-

(39)

est invariant par G :“ xα,βy. On définit les ensembles

A˘ “

$

&

%

1
3n

¨

˝

a
b
?

2
c

˛

‚: 3|c,3 ∤ b,a ” ˘br3s,n ě 0

,

.

-

, (40)

B˘ “

$

&

%

1
3n

¨

˝

a
b
?

2
c

˛

‚: 3|a,3 ∤ b,c ” ˘br3s,n ě 0

,

.

-

(41)
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Et on a

αpUq Ă A´ U ‰ A` (42)

α
´1

pUq Ă A` U ‰ A´ (43)

βpUq Ă B` U ‰ B´ (44)

β
´1

pUq Ă B´ U ‰ B`. (45)

Par le lemme du ping-pong on a que xα,βy “ F2. Voir par exemple [dlH00]. □

7. PREUVE DU THÉORÈME DE BANACH-TARSKI

La preuve se décompose en plusieurs étapes, on va d’abord dédoubler la sphère S2 privée d’une
partie dénombrable, puis la sphère, puis la boule privée de l’origine et enfin toute la boule.

Soit G “ F2 Ă SO3pRq le groupe libre à deux générateurs que nous venons de construire, alors G
agit sur la sphère S2. On note D l’ensemble des points fixes de l’action :

D “
␣

x P S2 : g P Gztidu : gpxq “ x
(

. (46)

Il est clair que G est dénombrable (exercice). Tout élément de Gztidu est une rotation d’angle irra-
tionnel, qui a donc exactement 2 points fixes sur la sphère S2 : les deux points d’intersections de son
axe avec la sphère. On a donc que D est un ensemble dénombrable et donc S2zD ‰ H. De plus, D
est totalement invariant sous l’action de G, c’est à dire que

GpDq “ D et GpS2
zDq “ S2

zD. (47)

En effet, soit x P D, alors il existe h P Gztidu tel que hpxq “ x, soit g P Gztidu, montrons que gpxq P D,
si g “ h, alors hphpxqq “ x et donc hpxq P D. Sinon

hg´1
pgxq “ x (48)

et hg´1 ‰ id donc gpxq P D. Comme G est un groupe cela montre l’invariance totale.
Donc G agit sur S2zD mais maintenant l’action est libre :

@g P Gztidu ,@x P S2
zD, gpxq ‰ x. (49)

Soient x,y P S2zG, on dit que x et y sont dans la même orbite sous G s’il existe g P G tel que
gpxq “ y. Pour x P S2zD on note OGpxq l’ensemble des points dans la même orbite que x sous G. On
a les propriétés suivantes

@x,y P S2
zD, OGpxq X OGpyq ‰ H ñ OGpxq “ OGpyq (50)

et
X :“ S2

zD “
ď

xPX

OGpxq. (51)
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Attention ici l’union n’est pas disjointe, il y a beaucoup de redondance. On dit que R Ă X est un
système de représentant si pour tout x,x1 P R ,x ‰ x1 ñ OGpxq X OGpx1q “ H et

X “
ğ

xPR
OGpxq. (52)

Le fait que X admet un système de représentant découle de l’axiome du choix. En effet, on a X “

S2zD. Soit s : P pXq Ñ X “ S2zD une fonction de choix et soit OiiPI l’ensemble des orbites, alors

R “ pspOiqqiPI (53)

est un système de représentants. On voit donc ici que R n’a aucune raison d’être mesurable car on
utilise l’axiome du choix. En revanche on a le résultat suivant :

Proposition 7.1. Pour tout g,g1 P G,g ‰ g1,

gpR q X g1
pR q “ H. (54)

GpR q “ X . (55)

Démonstration. La deuxième assertion découle du fait que R est un système de représentant. Pour
la première assertion soit r,r1 P R tel que

gprq “ g1
pr1

q (56)

alors on a nécessairement que r “ r1 car R est un système de représentant et alors on a

g1g´1
prq “ r (57)

ce qui implique g “ g1 car l’action de G sur X est libre. □

Corollaire 7.2. L’ensemble X est dédoublable sous l’action de G.

Démonstration. On se rappelle que G “ xα,βy “ F2 satisfait

G “ W pα
´1

q \ α
´1

pW pαqq “ W pβ
´1

q \ β
´1

pW pβqq (58)

On a donc que
X “ R \W pαq ¨ R \W pα

´1
q ¨ R \W pβq ¨ R \W pβ

´1
q ¨ R (59)

et
X “ W pα

´1
q ¨ R \ α

´1
pW pαq ¨ R q “ W pβ

´1
q ¨ R \ β

´1
pW pβq ¨ R q (60)

□

On montre maintenant que S2 est également dédoublable.

Lemme 7.3. Il existe une rotation ρ P SO3pRq d’ordre infini tel que les ensembles

ρ
n
pDq, n ě 0 (61)

soit 2 à 2 disjoints.
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Démonstration. On peut tout d’abord trouver une droite ℓ passant par l’origine qui ne contient aucun
point de D, en effet l’ensemble des droites vectorielles n’est pas dénombrable (exercice). Fixons
une telle droite ℓ et soit ρθ la rotation qui fixe ℓ point par point et agit par rotation d’angle θ sur
l’orthogonal de ℓ. Soient x,y P D et soit n P N l’ensemble Wn,x,y des angles θ P r0,2πs tel que

ρ
n
θpxq “ y (62)

est fini de taille au plus n, en effet si θ est solution alors l’ensemble des angles solutions est donné
par

θ `
2kπ

n
, k “ 0, . . . ,n ´ 1. (63)

L’ensemble

W “
ď

x,yPD

ď

nPN
Wn,x,y (64)

est donc au plus dénombrable et on peut prendre ρ :“ ρθ avec θ P r0,2πszW . □

Corollaire 7.4. Les ensembles S2 et S2zD sont équidécomposables par 2 morceaux. En particulier
S2 est dédoublable avec 8 morceaux.

Démonstration. Soit ρ la rotation provenant du lemme précédent. Soit D̃ “
Ů

ně0 ρnpDq. On a alors

S2
“ S2

zD̃
ğ

D̃ (65)

et comme ρpD̃q “ D̃zD on a

S2
zD̃

ğ

ρpD̃q “ S2
zD. (66)

□

On peut étendre cette décomposition à Bzt0u. En effet, pour tout x P S2, on peut associer le seg-
ment sO,xs. L’action par SO3 préserve tous ces segments. On obtient donc que Bzt0u est dédoublable
par 8 morceaux.

Dernière étape : il faut inclure l’origine. On fait le même procédé que pour récupérer D. Soit
p “ p0,0,1{2q et soit r une rotation d’angle irrationnel dont l’axe est une droite passant par p mais
qui ne contient pas O, alors la suite de points prnpOqq est une suite de points deux à deux distincts
contenu dans B car ils appartiennent à la sphère centrée en p de rayon 1{2. Soit E cette suite de
point, alors rpEq “ EztOu et

B “ BzE \ E et BzE \ rpEq “ BztOu . (67)

On a donc que B est dédoublable sous l’action du groupe d’isométries de R3 par une partition en 16
éléments.
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