LE PARADOXE DE BANACH-TARSKI

MARC ABBOUD
LES GUSTINS 2026

Ceci sont des notes de I’exposé que j’ai donné aux Gustins 2026. Le but est de prouver le théoreme
suivant.

Théoréme 0.1 (Banach-Tarski). Soit B la boule unité dans R>, il existe un découpage de B en un
nombre fini de parties disjointes qui peuvent étre recollées de sorte qu’on puisse obtenir deux boules
disjointes B1,B> de méme volume que B.

A priori cela viole les principes de la physique car nous avons créé de la matiere. En effet I’énoncé
donne un découpage

B=FE | uE;, --uE,. (D
Et il existe des isométries g; de sorte que
B = gl(El) |—|g2(E2) Lleee '—‘gs(Es) = gs-i—l(Es—l—l) L Ugm(Em)- (2)

Mais alors comme les isométries préservent le volume on a

vol(B) = vol(E1) + - -- + Vol(E,) = vol(Es41) + - -- + Vol(E,,) = vol(E1) 4 - - - + vol(E,,) = 2vol(B).
3)
Cela donne alors vol(B) = 0 ce qui est absurde. Voici pourquoi ce résultat est appelé “paradoxe”. En
fait il n’en est rien, I’erreur qui a été faite ici est qu’on a utilisé le volume des parties E;. En fait ces
parties ne sont pas mesurables et on ne peut pas définir leur volume. Les égalités que nous avons
écrites ne sont pas valables.
La démonstration de ce théoréme repose sur pas mal de mathématiques différentes. On parlera de
la notion de dénombrabilité, de groupe, de mesure et de 1’axiome du choix.

1. DENOMBRABILITE

Soit A un ensemble, on dit que A est dénombrable si on peut lister tous les éléments de A dans une
suite. Plus précisément, il existe une bijection ¢ : N — A. C’est a dire qu’il existe y : A — N telle
que oy =id4, Yo = idN.

Proposition 1.1. Toute sous-partie infinie A = N est dénombrable.

Démonstration. On construit une suite (u,) qui va énumérer tous les éléments de A par récurrence.

On pose 1y = min(A). Puis supposons avoir défini ug < --- < u, avec u; € A, alors on définit u,, | =
1
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minA\ {u,...,u,}. La suite (u,) ainsi construite est strictement croissante. De plus tout élément de
A est dans cette suite, en effet soit a € A et soit

k=Card{d €A:d <a} 4)
alors u;, = a. ]

Cette proposition dit que tout ensemble infini qui possede une injection vers N est en fait dénom-
brable.

Corollaire 1.2. Soit A un ensemble infini et B un ensemble dénombrable. S’il existe une injection
0:A — B, alors A est dénombrable.

Une fonction ¢ : A — B est injective si pour tout a,a’ € A,a # a’ = ¢(a) # ¢(a’). On peut montrer
que si 0 est injective, alors c’est une bijection entre A et ¢(A).

Théoreme 1.3. Une union dénombrable d’ensemble dénombrable est dénombrable. Un produit fini
d’ensemble dénombrables est dénombrables.

Démonstration. Pour les produits finis, il suffit de démontrer que pour tout d > 1,N? est dénom-
brable. Soient py,..., py des nombres premiers distincts, on a une injection

(nl,...,nd)eNde'fl...pzdeNd_ 5

Soit (A;)ien une collection d’ensembles dénombrables et soit ¢; : A; — N une bijection. On définit
une injection ¢ : | J;A; — N x N de la fagon suivante : soit x € | J,.;A;, soit

io(x) =min(ieN:x€A;). (6)

On définit alors
0 (x) := (io, 9ip (x))- (7)
On a bien que ¢ est injective. [

Corollaire 1.4. Z,Q sont dénombrables.
Démonstration. Pour Z on donne deux preuves.

(1) Pour tout m € Z on définit €(m) € {0,1} avec €(m) = 1 si m < 0 et 0 sinon. On définit une
injection ¢ : Z — N par
o(m) = 28m)3lml, (8)
Cela donne bien une injection.
(2) On peut construire une bijection de Z vers N a la main. Si n € Z on définit

2n sin>=0
o(n) = { ©)

2|n|+1 sinon
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Pour Q, on sait que tout élément x € Q s’écrit de facon unique sous la forme
x=(x1)- (10)
avec a,be N, b > 0 et a et b premiers entre eux. On a alors une injection ¢ : Q — N x N x N donnée
par
0(x) = (e(x),a,b). (1D)
Donc Q est dénombrable. [

Théoreme 1.5 (La diagonale de Cantor). L’ensemble des nombres réels R n’est pas dénombrable.

Démonstration. C’est I’argument de la diagonale de Cantor. On va montrer que le segment [0, 1|
n’est pas dénombrable. Pour cela on utilise le fait que tout nombre réel entre O et 1 admet une unique
écriture décimale. En effet, soit x € [0, 1] il existe une unique suite (x;);>1 avec x; € {0,...,9} telle
que x; n’est pas stationnaire égale a 9 et

(12)

Ce qu’on écrit habituellement
x=0,x1xx3...%;.... (13)

Réciproquement, n’importe quelle suite qui n’est pas stationnaire 2 9 donne un unique réel x € [0, 1]
et ces deux procédés sont inverses 1’un de I’ autre.

Supposons que [0, 1] soit dénombrable. Alors on peut énumérer les éléments du segment par une
suite (x*);>1. On va construire un réel y € [0, 1[ en donnant son écriture décimale et on va prouver
qu’il ne peut pas appartenir a la suite. Soit kK > 1, on définit y; par

Vi :=x + 1 mod 10. (14)

Si la suite (yy) est stationnaire égale a 9, on choisit un rang ng a partir duquel la suite est constante
égale a 9 et on pose y, = 1 pour n > ng, notons que y, # x,, = 8.
Le nombre réel y = > .- | ly—éi ne figure pas dans la suite (x*) en effet pour tout k > 1 on a

x,lz # Vi- (15)
C’est une contradiction. O

Ce résultat est assez frappant car on sait que Q est dense dans R : on peut approcher n’importe
quel réel de fagcon arbitrairement proche par un rationnel, mais il y a infiniment moins de rationnels
que de réels.
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2. L AXIOME DU CHOIX

[’axiome du choix est un axiome indécidable qui énonce le fait suivant :

Soit X un ensemble, alors il existe une fonction de choix. C’est a dire qu’il existe une fonction
s:P(X) — X telle que pour tout A € P(X),s(A) € A.

Son indécidabilité a été prouvée par Godel et Cohen dans [[G0d38, /(Coh63]]. Le défaut de I’ utilisa-
tion de I’axiome du choix et qu’on obtient un objet non constructible, il n’y a priori aucun contrdle
sur I’objet fourni par I’axiome du choix. Nous verrons son utilité pour trouver un systeme de repré-
sentant pour une action de groupe.

3. THEORIE DE LA MESURE

Soit X un ensemble, une tribu 7 sur X est un sous-ensemble de P(X), les parties de X tel que

(1) #,XeT.

(2) T est stable par complémentaire : A€ 7 < X\Ae 7.

(3) ‘T est stable par union et intersection dénombrable (et finie) si A; € T ,i € N, alors
UAi,ﬂA,-e’I (16)
ieN i€l

Supposons X munie d’une tribu, alors on dit que A X est mesurable siA € 7. Si X = R", la tribu

des boréliens est la plus petite tribu sur R” qui contient toutes les boules ouvertes.
Une mesure sur (X,7T) est une fonction u: 7 — Ru {0} telle que

(1) u() =0.

(2) Si (A,) est une suite d’éléments de ‘7 2 a 2 disjointes, alors

L <|_|An> = D H(An). (17)

On peut déduire les propriétés suivantes pour une mesure.
(1) SiA < B, alors u(A) < u(B).
(2) Si (A,) est une suite d’ensembles mesurables, alors u({_JA,) <>, u(An).
(3) SiA < B,u(A) = u(B) +u(B\A).

Exemple 3.1. Si X =N et 7 = P(N), alors on définit la mesure de comptage

m(A) = Card(A). (18)
L’exemple principal sur R” munie de la tribu des Boréliens est évidemment la mesure de Lebesgue,
elle est définie de la facon suivante : Soient xy,...,x,,y1,...,y, des réels tels que x; < y;, alors

A (H[xi»)’i]) = H(yi —X;). (19)

i=1 i=1
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Sin=3etAc R? est mesurable, alors A(A) est le volume de A. On voit donc que pour définir le
volume d’une partie, il faut qu’elle soit mesurable, c’est a dire qu’elle appartient a la tribu des Boré-
liens. Ce n’est pas a priori garanti. Une fonction f : R* — R U {00} est dite mesurable si pour toute
partie mesurable B < Ru {0}, f~!(B) = R” est mesurable. La théorie de la mesure de Lebesgue
permet d’intégrer toute fonction mesurable contre une mesure.

4. UN PEU DE VOCABULAIRE

Soit X un ensemble, une partition de X est la donnée de sous-ensemble A; = X 2 a 2 disjoints tels
que
x=| |a. (20)
iel
On dit qu’une partition est finie si le nombre de A; est fini.

On dit que X est dédoublable par m morceaux sous I’action d’un groupe G s’il existe une partition
Ay,...,A, de X et des éléments g; € G et un entier 1 < s < m tels que

X =g (A1> '—'gZ(AZ) Lie-e '—‘gs<As) = gs+l(As+1) L ‘—'gm(Am)- (21)

On dit que deux ensembles X, Y sont équidécomposables avec n morceaux s’il existe une partition
Aj,...,A, de X et des éléments g; € G telle que g;(A;) soit une partition de Y.

Proposition 4.1. Si X est dédoublable par m morceaux et X et Y sont équidécomposables avec n
morceaux alors Y est dédoublable par mn morceaux.

Démonstration. Soit By,...,B, une partition de X et h; € G,1 < i < m satisfaisant la définition de
dédoublabilité et soit A, ... ,A une partition de X et gq,...,g, € G tels que gi(A;) soit une partition
de Y. On va transporter la décomposition de X vers Y. Notons

Cl'J:Al'ﬂBj, 1<i<m, 1<j§l’l. (22)
On a que
Djj:=gi(Cij), 1<i<m, 1<j<n (23)

est une partition de Y. Et de plus pour I’entier s qui réalise le dédoublement de X on a pour tout
j=1,...n

Bj Zl’ll(Al ﬂBj)uhz(AzﬁBj)l_l---l_l/’ls(AsﬁBj) =hs+1(As+1 ﬁBj)I_I---I_Ihm(AmﬂBj). (24)

Et donc
= || mgi'0ip)= || mer'(0 (25)
I1<i<s s+1<i<m
I<j<n 1< j<n

On a donc bien que Y est dédoublable par mn morceaux. 0
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5. LE GROUPE D’ISOMETRIES DE R3

Une isométrie de R3 est une application ¢ : R> — R> qui préserve la distance euclidienne. On peut
montrer qu’une isométrie qui fixe I’origine est forcément une application linéaire et donc correspond
a une matrice du groupe orthogonal

O3(R) = {M € GL3(R) : 'MM = id}. (26)

Une telle matrice satisfait (detM)? = 1 et donc detM = +1. Le groupe spécial orthogonal SO3(R)
est le sous-groupe dont les matrices sont de déterminant 1 c’est celle qui préserve I’orientation.
Maintenant si ¢ est une isométrie qui ne fixe pas I’origine et 7o) et la translation par le vecteur $(0),

alors tq:(

et alors

g)q) est une isométrie qui préserve 1’origine donc elle provient d’une matrice orthogonale M

0 =t oM. 27)
I1'y a plusieurs types d’isométries.
(1) Les translations.

(2) Les rotations : elles fixent une droite L point par point et agissent par rotation d’angle 0 sur
I’orthogonal de L.

(3) Les symétries axiales : elles fixent un plan P point par point et agissent comme —id sur la
droite orthogonale a P.

(4) Les symétries par rapport a un point. Elle fixe un unique point et sont conjuguées a —id.
Tout isométrie est un produit de ces 4 types d’isométries et en fait les 3 premieres suffisent car une

symétrie par rapport a un point p est la composée de la symétrie axiale par rapport a un plan P
passant par p et de la rotation d’angle 7t d’axe la droite orthogonale a P.

Proposition 5.1. Toute matrice M € SO3(R) est une rotation.

Démonstration. Le polyndme caractéristique X, de M est un polyndme unitaire a coefficients réels,
il posséde donc au moine une racine réelle A. On a donc qu’il existe un vecteur non-nul v tel que
M(v) = Av et comme M préserve la norme euclidienne cela donne A = +1. Si les trois racines de ¥
sont réelles, alors elles valent 1 et leur produit vaut 1 = detM donc il y en a au moins une égale a
1. Si % a une racine réelle A et deux racines complexes conjuguées z,7, alors

1 =detM = Azz = +|z]%. (28)
Ce qui force A = 1. Donc il existe un vecteur v € R3\ {0} tel que M(v) = v, plus généralement la
droite vectorielle portée par v est fixée point par point par M. Comme M préserve le produit scalaire,
le plan P orthogonal a ¢ doit €tre stable par M. Donc M|p est une isométrie vectorielle de R? qui
préserve I’ orientation. La matrice associée est alors de la forme

Ry — (cose —sme) 29)

sin® cosO

C’est la matrice de la rotation d’angle 0. 0
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6. LE GROUPE LIBRE A DEUX GENERATEURS

6.1. Définition, générateurs et relations. Le groupe libre a deux générateurs F> est I’ensemble
des mots sur I’alphabet {a,b,a_IJF1 } La multiplication est donnée par la concaténation de mots
et les regles de simplification donnée par aa=' = bb™! = a~la = b~'b = € o1 € est le mot vide.
Le mot vide € est également le neutre pour la multiplication. On dit qu'un mot est sous forme
normale s’11 n’admet pas de simplification. C’est un groupe dans lequel il n’y a pas de relations. On
peut de la méme maniére définir le groupe libre a r générateurs F, sur I’alphabet {ay,...,a,}. Plus
généralement, si X est un ensemble, on peut définir le groupe libre sur X par I’ensemble des mots

écrit par I’alphabet donné par X (on peut noter qu’il n’y a aucune restriction sur la taille de X).
Exercice 6.1. Montrer que pour tout » > 1, F, est dénombrable.

Les groupes libres sont caractérisés par la propriété universelle suivante :

Soit G un groupe, pour obtenir un morphisme ¢ : F, — G il faut et il suffit de donner ¢(ay), ..., d(a,).
Si G est engendré par r éléments g1, ..., g, alors on construit un morphisme surjectif ¢ : . — G par
d(a;) = g;. Soit R le noyau de ce morphisme, on dit que R est le groupe des relations de G. En effet,
un mot de R est trivial dans G. On dit que G est de présentation finie si R est de type fini, c’est a
dire engendré par un nombre fini d’éléments. Si ®; € R est un ensemble de générateurs de R on note
souvent

G ={ay,...,a;|0;icl). (30)
Exemple 6.2. Le groupe Z? est donné par
{a,blab = bay). (3D
En effet, Z2 est engendré par (0, 1) et (1,0) et la seule relation est que ces générateurs commutent.

Définition 6.3 (Groupe homophone). Prenons 1’alphabet a 26 lettres classique et prenons le groupe
libre associé Fpg. Le groupe homophone associé a une langue est le quotient de Fpg par les relations
homophones, c’est a dire deux mots différents qui ont la méme phonétique.

Théoreme 6.4 ((MSWZ93|)). Le groupe homophone associé au francais et a I’anglais sont triviaux.

Donnons quelques idées de la preuve. Tout d’abord on a que soi = soie = soit = sois. En sim-
plifiant a gauche par soi on voit que e,t,s sont triviaux dans le quotient. Puis on peut continuer,
quel = quelle trivialise [, etc ..., je vous laisse trouver le reste.

6.2. Dédoublabilité de F>.

Proposition 6.5. Le groupe F> est dédoublable pour sa propre action avec 4 morceaux. Plus préci-
sément, il existe une partition en 4 parties de F> = X1 1 X5 L X3 1 Xy telle que

B=Xua'(X)=Xub"'(Xy). (32)
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Démonstration. Pour u € {a*!,b1} on note W (u) I’ensemble des mots réduits commengant par u.
On a alors

B={efuW@uW@Huwb) uwbm ). (33)
Et alors
B=WaHYova W) =whH)ub 'w(b). (34)

C’est presque ce qu’on veut mais ici le probleme c’est qu’on a utilisé que 4 des 5 sous parties de la
partition. On va donc modifier un peu notre découpage. Soit A = {@" : n >0}, on a

B=W@\AuW@ " HYUA)uWbB)uw k. (35)

Rien ne change pour la partie avec les b et on a
P, = (W(a_l) UA) U a ' (W(a)\A). (36)
0J

Théoreme 6.6. Soit G = SO3(R) le groupe des isométries vectorielles directes de R, alors il existe
deux rotations o, 3 telle que

<OL7 B> =F. (37)

Démonstration. Soit = arccos(1/3). On prend a la rotation autour de 1’axe Oz d’angle 6 et B la
rotation d’angle 0 autour de I’axe Ox. En terme de matrice cela donne

1 1 F2v2 0 (30 0
o =2 1+2v2 1 o), B=(0 1 F2v2). (38)
0 0 3 0 +2v2 1

On montre que o, B engendre un groupe libre grace au lemme du ping-pong. Plus précisément, on
voit déja que I’ensemble des vecteurs de la forme

1 a
o bV2 |:a,b,ceZ, k=0 (39)
C

est invariant par G := (., 3). On définit les ensembles

1 a
Ar=15 b2 |:3le,3tb,a=£b[3],n =0, (40)

C

1 a
Br=14 b2 |:3la,3tb,c=+b[3],n =0 (41)

C
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Eton a
ouU)cA_ U#Ay, (42)
o l(U)cA, U#A_ (43)
B(U)cBy U#B_ (44)
B'(U)cB- U=+#B,. (45)
Par le lemme du ping-pong on a que {a, B) = F,. Voir par exemple [dIHOO]. O

7. PREUVE DU THEOREME DE BANACH-TARSKI

La preuve se décompose en plusieurs étapes, on va d’abord dédoubler la sphere S? privée d’une
partie dénombrable, puis la sphere, puis la boule privée de I’origine et enfin toute la boule.

Soit G = F> < SO3(R) le groupe libre a deux générateurs que nous venons de construire, alors G
agit sur la sphere S%. On note D I’ensemble des points fixes de I’action :

D:{xeSZ:geG\{id}:g(x)=x}. (46)

Il est clair que G est dénombrable (exercice). Tout élément de G\ {id} est une rotation d’angle irra-
tionnel, qui a donc exactement 2 points fixes sur la sphere S? : les deux points d’intersections de son
axe avec la sphere. On a donc que D est un ensemble dénombrable et donc S>\D # . De plus, D
est fotalement invariant sous 1’action de G, c’est a dire que

G(D) = D et G(S*\D) = S*\D. (47)

En effet, soit x € D, alors il existe 1 € G\ {id} tel que h(x) = x, soit g € G\ {id}, montrons que g(x) € D,
si g = h, alors h(h(x)) = x et donc h(x) € D. Sinon

hg'(gx) = x (48)

et hg~! # id donc g(x) € D. Comme G est un groupe cela montre I’invariance totale.
Donc G agit sur S*\D mais maintenant I’action est libre :

Vge G\{id},Vxe S®\D, g(x) #x. (49)

Soient x,y € SZ\G, on dit que x et y sont dans la méme orbite sous G s’il existe g € G tel que
g(x) = y. Pour x € S?\D on note Og(x) I’ensemble des points dans la méme orbite que x sous G. On
a les propriétés suivantes

Vx,ye SA\D, Og(x)n Og(y) # & = Og(x) = O(y) (50)

et

X:=S7\D =] 0sx). (51)
xeX
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Attention ici I’union n’est pas disjointe, il y a beaucoup de redondance. On dit que X < X est un
systéeme de représentant si pour tout x,x' € R x # x' = Og(x) n Og(¥') = & et

X =||osx). (52)
xeR.

Le fait que X admet un systeme de représentant découle de I’axiome du choix. En effet, on a X =
S?\D. Soit s : P(X) — X = S*\D une fonction de choix et soit O;;c; I’ensemble des orbites, alors

R = (s(01));es (53)

est un systeme de représentants. On voit donc ici que &K n’a aucune raison d’étre mesurable car on
utilise I’axiome du choix. En revanche on a le résultat suivant :

Proposition 7.1. Pour tout g,g' € G,g # ¢/,
g(R)ng(R)=2. (54)
G(R)=X. (55)

Démonstration. La deuxieme assertion découle du fait que & est un systeme de représentant. Pour
la premiére assertion soit r,” € R _tel que

g(r) =g¢'(r') (56)
alors on a nécessairement que r = ' car R_est un systéme de représentant et alors on a

g (r)=r (57)
ce qui implique g = g’ car ’action de G sur X est libre. 0J

Corollaire 7.2. L’ensemble X est dédoublable sous ’action de G.

Démonstration. On se rappelle que G = {a, B) = F, satisfait

G=W(o oo™ (W) =wE~")up~ (W(B)) (58)
On a donc que
X=RuW(@) RuW( ) RuWEB) - RuWEP™) R (59)
et
X=W ") Ruo™ (W) R)=WE™") Rup™ (W(PB)-R) (60)
O

On montre maintenant que S? est également dédoublable.

Lemme 7.3. 1l existe une rotation p € SO3(R) d’ordre infini tel que les ensembles
p"(D), n=0 (61)

soit 2 a 2 disjoints.
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Démonstration. On peut tout d’abord trouver une droite ¢ passant par 1’origine qui ne contient aucun
point de D, en effet I’ensemble des droites vectorielles n’est pas dénombrable (exercice). Fixons
une telle droite ¢ et soit pg la rotation qui fixe ¢ point par point et agit par rotation d’angle 6 sur
I’orthogonal de . Soient x,y € D et soit n € N I’ensemble W, , , des angles 0 € [0, 2] tel que

Po(x) =y (62)

est fini de taille au plus 7, en effet si 0 est solution alors I’ensemble des angles solutions est donné
par

2km
0+—, k=0,...,n—1. (63)
n
L’ensemble
W= Wiy (64)
x,yeD neN
est donc au plus dénombrable et on peut prendre p := pg avec 0 € [0,2x]|\W. O

Corollaire 7.4. Les ensembles S* et SZ\D sont équidécomposables par 2 morceaux. En particulier
S? est dédoublable avec 8 morceaux.

Démonstration. Soit p la rotation provenant du lemme précédent. Soit D = | |, p"(D). On a alors

s*=s*\D| |D (65)

et comme p(D) = D\D on a
S\D| |p(D) =s*\D. (66)
[

On peut étendre cette décomposition a B\ {0}. En effet, pour tout x € S?, on peut associer le seg-
ment |O,x]. L’action par SO3 préserve tous ces segments. On obtient donc que B\ {0} est dédoublable
par 8 morceaux.

Derniere étape : il faut inclure I’origine. On fait le méme procédé que pour récupérer D. Soit
p = (0,0,1/2) et soit r une rotation d’angle irrationnel dont I’axe est une droite passant par p mais
qui ne contient pas O, alors la suite de points (#*(0)) est une suite de points deux a deux distincts
contenu dans B car ils appartiennent a la sphere centrée en p de rayon 1/2. Soit E cette suite de
point, alors r(E) = E\{O} et

B=B\ELEetB\ELr(E)=B\{0}. (67)

On a donc que B est dédoublable sous I’action du groupe d’isométries de R? par une partition en 16
éléments.
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